
6.4. Метод функцiй Ляпунова

Лема 1. Нехай v : Rn → R – неперервна в нулi функцiя, а ϕ – функцiя з R+

в R+ така, що ϕ(r) > 0 при r > 0. Тодi iснує функцiя q : R+ → R+ така,
що для будь-якого r > 0

sup
|x|<q(r)

|v(x)− v(0)| < ϕ(r).

J Iз припущення про v маємо за означенням неперервностi:

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 sup
|x|<δ(ε)

|v(x)− v(0)| < ε.

Залишається покласти q(r) = δ(ϕ(r)). I
Наслiдок 1. Нехай v : Rn → R – неперервна в нулi функцiя така, що

v(0) = 0 (1)

i
v(x) > 0 при x 6= 0. (2)

Тодi iснує функцiя q : R+ → R+ така, що для будь-якого r > 0

sup
|x|<q(r)

v(x) < inf
|x|=r

v(x). (3)

J Позначимо ϕ(r) = inf
|x|=r

v(x). Iз неперерервностi v випливає за теоремою

Ваєрштраса iснування такого x̄ ∈ Rn, що |x̄| = r i ϕ(r) = v (x̄). Тодi зважаючи
на (2) ϕ(r) > 0 при r > 0. Тепер iснування функцiї q з властивiстю (3)
випливає з леми 1 i умови (1). I
Лема 2. Нехай v : Rn → R – неперервна функцiя з властивостями (1) i (2),
T i ϕ – додатнi числа, а u – неперервна Rn-значна функцiя на [0, T [ така,
що: 1) функцiя v(u(·)) спадає; 2) |u(0)| < q(ε), де q – iснуюча за наслiдком 1
функцiя така, що при всiх r > 0 справджується нерiвнiсть (3). Тодi для
будь-якого t ∈ [0, T [ |u(t)| < ε.

J Якщо висновок леми неправильний, то з огляду на неперервнiсть u зна-
йдеться t ∈ [0, T [ таке, що |u(t)| = ε. Тодi

ϕ(ε) ≡ inf
|x|=ε

v(x) 6 v(u(t)).
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При цьому за першим припущенням леми v(u(t)) 6 v(u(0)), а за другим
припущенням i вибором функцiї q v(u(0)) < ϕ(ε). Остання нерiвнiсть
суперечить попереднiм двом. I

Розглядаємо рiвняння
ẋ = f(x), (4)

у якому f – неперервна функцiя з Rn в Rn.

Теорема 1. (Ляпунов). Нехай f(0) = 0 (так що рiвняння (4) має тривiаль-
ний розв’язок). Припустимо, що iснує неперервно диференцiйовна функцiя
v : Rn → R з властивостями (1), (2) i така, що при всiх x

v′(x)f(x) 6 0. (5)

Тодi тривiальний розв’язок рiвняння (4) стiйкий.

J Для будь-якої Rn-значної диференцiйовної функцiї x(·)
d

dt
v(x(t)) = v′(x(t))ẋ(t).

Звiдси i з умови (5) маємо для для будь-якого розв’язку x(·) рiвняння (1) (за
теоремою 1.2.3 вiн iснує принаймнi на деякому сегментi [0, h], h > 0)

d

dt
v(x(t)) 6 0,

тобто функцiя v(x(·)) спадає в областi iснування розв’язку. Вiдтак за лемою 2,
застосованою до u = x(·, ξ), нерiвнiсть |x(t, ξ)| < ε справджується при всiх
ε > 0, ξ ∈ Rn таких, що |ξ| < q(ε), i t таких, що розв’язок iснує на деяко-
му промiжку [0, T [ , T > t. Звiдси за наслiдком 1.2.1 випливає iснування
розв’язку на R+. Отже,

sup
t∈R+

|x(t, ξ)| 6 ε (6)

при |ξ| < q(ε). А це з огляду на довiльнiсть ε i означає стiйкiсть тривiального
розв’язку x(·, 0). I
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Лема 3. Нехай g : Rn → R – неперервна функцiя така, що g(x) > 0 при
x 6= 0. Тодi для будь-яких r2 > r1 > 0 inf

r16|x|6r2

g(x) > 0.

J За теоремою Ваєрштраса iснує точка x̄ ∈ {x : r1 6 |x| 6 r2} така, що
inf

r16|x|6r2

g(x) = g (x̄). За вибором x̄ i припущенням про g g (x̄) > 0. I

Наслiдок 2. Нехай функцiя g задовольняє умови леми 3. Тодi для будь-
якої обмеженої посiдовностi (xk) в Rn спiввiдношення g(xk) → 0 зумовлює
xk → 0.

Теорема 2. (Ляпунов). Нехай виконано умови теореми 1 i, крiм того,

v′(x)f(x) 6= 0 при x 6= 0. (7)

Тодi тривiальний розв’язок рiвняння (4) асимптотично стiйкий.

J За теоремою 1 тривiальний розв’язок стiйкий. Зафiксуємо ε i початко-
ве значення ξ таке, що |ξ| < q(ε) (так що справджується нерiвнiсть (6)), i
позначимо x(t) = x(t, ξ), w(t) = v(x(t)). Додатково до того, що стверджує
теорема 1, потрiбно тiльки встановити спiввiдношення lim

t→∞
x(t) = 0. Щоб

вивести його з (5) – (7), достатньо, згiдно з наслiдком 2, показати, що

lim
t→∞

w(t) = 0. (8)

За побудовою функцiя w невiд’ємна (бо v така) i ẇ(t) = v′(x(t))ẋ(t), звiдки
з урахуванням (4) маємо

ẇ(t) = v′(x)f(x)|x=x(t). (9)

Це разом iз (5) показує, що w спадає.
Розглянемо два випадки, вичерпуючi всi можливостi.
1. Для будь-якого r > 0 iснує t(r) ∈ R+ таке, що |x(t(r))| 6 r. Тодi,

взявши спадну до нуля послiдовнiсть (rk) i позначивши τk = t(rk), дiстанемо

w(τk) ≡ (x(τk)) → v(0)
(1)
= 0, що з огляду на встановленi вище властивостi w

зумовлює (8).
2. Iснують r > 0 i T > 0 такi, що при всiх t > T

|x(t)| > r (10)
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(вiдтак з огляду на (6) r < ε). Тодi, позначивши

b = inf
r6|x|6ε

(−v′(x)f(x)),

одержимо з (9), (6) i (10)

−ẇ(t) > b при t > T.

Звiдси, записавши формулу Ньютона – Ляйбнiца

w(T1) = w(T ) +

∫ T1

T

ẇ(t)dt,

дiстанемо при T1 > t

w(T1) 6 w(T )− b

∫ T1

T

dt ≡ w(T )− b(T1 − T ). (11)

Iз (5) i (7) виводимо за лемою 3 (g = −v′f), що b > 0. Тому при
T1 > b−1w(T ) + T права частина (11) вiд’ємна, що суперечить невiд’ємно-
стi w. Таким чином, другий випадок неможливий. I

Функцiя v з теорем 1 i 2 називається функцiєю Ляпунова. Унiверсального
способу побудови її не iснує. Iнодi вдається пiдiбрати v у виглядi многочлена.

Приклад 1.
{

ẋ = −x3 − y,

ẏ = x− y3.

Позначенню x теорем Ляпунова тепер вiдповiдає
(

x

y

)
. Функцiя

v(x, y) = x2 + y2 задовольняє умови теореми 2. Справдi, вона додатна скрiзь,
крiм початку координат, у якому вона дорiвнює нулю, i

v′(x, y)f(x, y) = (2x 2y)

( −x3 − y

x− y3

)
= −2(x4 + y4) 6 0,

причому рiвнiсть досягається тiльки в початку координат. Тодi теорема 2
стверджує асимптотичну стiйкiсть тривiального розв’язку.
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